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INTRODUZIONE

Nella classica analisi statistica dei dati, spessdori estremi vengono visti come fattori di digio

e, molte volte, ignorati, eliminati o consideratrginalmente.

Il presente elaborato, invece, si &€ concentrat@riosu tale tipo di valori, proponendo un
approccio alla valutazione del problema da un puhtgista attuariale. L'analisi si &€ sviluppata
partendo dai dati meteorologici gentilmente conicdak servizio meteorologico dell’Aeronautica
Militare, relativi a cinque stazioni meteorologicit@iane (Cagliari EImas, Firenze Peretola, Napoli
Capodichino, Palermo Boccadifalco e Venezia Te}geea il periodo che va dal 1951 al 2010.
Grazie a queste serie storiche, rivolgendo l'aitere alla variabile aleatoria delle precipitazioni
giornaliere (di seguito Pr3), si & pervenuti ad stiena delle funzioni di densita di probabilita
caratterizzanti le due importanti famiglie dellaria dei valori estremi: |&eneralized Extreme
Value(GEV) e laGeneralized Pareto Distributio(GPD).

La prima distribuzione considera come valore estrdmmassimo di una variabile aleatoria, mentre
la seconda descrive la distribuzione di tutti quedori superanti una determinata soglia.

In particolare, tali distribuzioni saranno utilizeaper formulare un prim@ricing di particolari
polizze contro i danni causati dagli eventi catdatr legati alle forti precipitazioni.

L' EXTREME VALUE THEORY

Uno dei teoremi piu importanti delixtreme Value Theorfdi seguito EVT) e Extremal types
theoremche, partendo da una sequenza di variabili aleatwtipendenti e identicamente distribuite

(nel nostro caso i mm si pioggia caduti nell’aelle 24 ore, Pr3), considera come
valore estremo la variabile aleatoria:

Quando si parla di precipitazioni giornaliere, @iale sceglieren = 365, ovveroconsiderare i
massimi annuali. Si dimostra che, se esistono dgeenze di costanti e taliche:

P( - )/ 2 G(2 per n

con G(z) funzione di ripartizione non degenere, alldé4z) appartiene ad una delle seguenti
famiglie:

Q2 = , con - Z (Gumbe)
G2 = . (Fréche)

C Q2 = | (Weibull)

cona>0,b# $ e nel caso delle famiglie e , %>0.

Le tre leggi dei valori estremi sopra indicate aiette rispettivamenteegge GumbelFrechete
Weibull 1l teorema appena citato afferma che il massingpodunamente normalizzato

( - )/ , converge in distribuzione ad una variabile déiscrda una delle tre funzioni di
ripartizione sopra menzionate. Tutte e tre le fdimidi distribuzioni sono caratterizzate da un



parametro di posizionee da un parametro di scaala Frechete laWeibull possiedono inoltre il

cosiddetto parametro di forna(shape parametégr

L’ Extremal types theoreimplica che, quando pud essere stabilizzato  ha sempre una
distribuzione asintotica appartenente ad una dedldamiglie sopra descritte, indipendentemente
dalla distribuzione di partenfa

Inoltre, tramite una riparametrizzazione, e pos$sibcrivere le tre famiglie sopracitate in un’unica

formula che le contiene tutte, Generalized Extreme Value Distributi¢sh seguito GEV):

/
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G(2 = € 0 o

Anche la GEV ha tre parametri caratterizzanti: dnposizionel, quello di scal2 e il cosi detto
parametro di forma3.

Al variare dei parametri, la GEV racchiude tuttieeele distribuzioni asintotiche del teorema 1r1. |
particolare, con questa nuova parametrizzazionedda | corrispondono rispettivamente al caso
3>0e3<0. La invece, viene ricavata facendo tendere a O drpatro di forme.

Si tratta di un risultato molto importante, soprdti da un punto di vista applicativo, infatti,
facendo inferenza sul parameB8iamo in grado di scegliere la famiglia asin@atahe meglio si
adatta ai dati di partenza, permettendo cosi daevia sceltax ante.

Un altro metodo molto utilizzato nella teoria deilari estremi € il cosi detto modello della soglia.
Una delle difficolta maggiori che si riscontrandlia@alisi dei valori estremi e rappresentata dalla
scarsita di dati cui fare riferimento: essendo ¢adenti rari per definizione, anche disponendo di
serie storiche molto lunghe, i dati su cui stimarmodello risultano sempre scarsi. Dividere il
campione in blocchi ed analizzarne i massimi fidteefarci “buttare via” alcuni valori estremi
significativi che, essendo caduti nello stesso dpaon verrebbero cosi tenuti in considerazione
nell'analisi. Tramite I'utilizzo del modello dellsoglia, invece, si evita di incorrere in quest@esr
Nel nostro caso, per esempio, piu eventi catastroferificatisi nello stesso anno saranno
considerati nella procedura di stima

La distribuzione delle eccedenze rispetto a unéissage strettamente legata alla distribuzione del
massimo a blocchi di una variabile aleatoria. Cemici passaggi, applicando I'approssimazione
del primo ordine di Taylor, si dimostra che, seevBExtremal types theorenovvero & possibile
individuare la funzione di densita dabck maximacon la tecnica asintotica, allora la distribuzione

di Y definita come (X — u),condizionata a& > u, € approssimativamente:
/
4 —
Hy=1-(1+ &= 0
25

- 36
definita pery > 0Oe (1 + 2—5) > 0, dove

25= + (u-)

! ’idea di fondo & quella di considerare una trasfazione lineare della variabile come si fa neteorema del limite centraléSi
- L & i b . &_ 7895 -
considera allora la variabile “ la “standardizzazione” della variabile originanmnendo: = —— con due sequenze di

‘8
costanti e pern=1,2... La prima & una sequenza di costanti dastaseconda & una sequenza di costanti di posizi
(un po’ come la varianza e la media tiglrema del limite centra)e

2 problema principale che si presenta nell'utibzdella GPD per analizzare i valori estremi € simente quello della selezione
della soglia. Non esiste infatti una formula chdi¢hi in maniera univoca il valore ottimale da dg. Come spesso accade in
statistica, vi & utrade offtra distorsione e varianza della stima. Se si por@soglia troppo alta, pochi record supererahwalore
scelto ed in tal caso la varianza delle stime dmetmppo elevata, al contrario, la scelta di wglia eccessivamente bassa, andrebbe
contro le ipotesi asintotiche su cui si fondanisultati illustrati facendo aumentare la distorgon



La famiglia di distribuzionH(y) prende il nome dilistribuzione generalizzata di Par (di seguito
GPD) Il teorema appena citato afferma che, se i masiinblocchi della distribuzione originat
vengono rappresentati approssimativamente dalla, @ifa la distribuzione degli eccessi rispe
ad una soglia ha una distribzione appartenente alla Pareteneralizzata. Inoltre, un altro aspe
molto importante del teorema della GPD e rappresertai parametri. Trovando i parametri d
GEV, si possono determinare univocamente quelladePD

APPLICAZIONE Al DATI

Avendo ipotizzato che le ipotesi dei suddetti tetrevenissero rispette, € stato necessario
procedere alla stima dei parametri delle due funiziodistribuzione: Ia5(2) e laH(y).

Cio é stato possibile utilizzandbsoftware R e, in particolare, RackagelSMEV che contiene al
suo interno tutti gli algoritmi necessari alla sdiidei parametri(effettuata con il metodo del
massima-logrerosimiglianza), alla diagnostica dei modelli ecalcolo di importantindicatori
come i valori di ritorno . *.

A titolo esemplificativo,dopo una prima analisi descrittiva, la stazioneCdigliari Elmas s
distingueva per la piu bassa piovosita media (inb4 giornalieri), Napoli Capodichino inveera
caratterizzata dall piu alta piovosita mec (2,77 mm giornalieri)Rappresentando in un graf le
funzioni di densitaGEV del massimo annu: di entrambe le stazioni meteorologiche € poss
apprezzarne le diverse caratterist. Come si puo vedere, Igz) stimata st dati di Napoli
Capodichino associa probabilita piu elevate a valioralti della variabile Pr3ovvero risulta essere
piu “schiacciata” (con una devianz [Z] piu elevata), in particolarda coda destra della
distribuzione tende a zero molto piu lentinte rispetto a Cagliari EImas.

Distribuzioni di densitalel massimo annuale della precipitazione giorna a confronto.

Cagliari

E[Z] = 42,7265
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Med[Z] = 39,4458

0,020

0,015

0.010 Napoli
E[Z] = 62,3174
[Z] = 26,8396
0,005 Med[Z] =57,9084

T T T T T T T T 1
20 100 120 140 la0 120
x
- Mapoli Capodichitio

3 Se per esempio P = 0,01, il valote. non & nint’altro che quel livello di precipitazione giorietia che ci aspettiamo mediame
ogni 1p anni (ogni anna=. ha probabilitép di essere superatd)valori di ritorno hanno una grande importanzarattptto nelle

applicazioni ingegneristiche, bagtensare alla costruzione di infrastrutture le quadito spesso vengono concepite per resi:
almeno un tot di anni alle calamita naturali cagvata probabilit:



Piu difficile é il confrontograficotra le varie GPD stimate poiche $oglie scelte non sono ugu
La stessa precipitaziomeinfatti, pud essere considerata estrema a Cagliari a Napoli.

Una volta individuate tutte le distribuzioni GEV@&PD, per sviluppare un’analisi attuari. che
come primo obiettivo ha il premio ec, e stato necessario sceglienea funzione che stima
dannoD al variare della precipitazione giornaliex (ovviamentex > 0).

Poiché lo studio della funziorD esulava dagli obiettivilella presente anal, &€ stata scelta una
funzione del danno molto semplice, crescente a tasscenti pe ? H , ipotizzando che
oltre i 300 mm di pioggia caduti nell'arco delle &e il dannofossemassimo ed uguale al
ricchezza assicurata

A-ZE
DM=@
A EFG ?"H

EFG ? H

dovev rappresenta la ricchezza assicL.

Determinazioni del danno rapportato alla ricchezzsicurata v in funzione del valoreprecipitazioni giornaliere

In questo modagiamo entrati in possessctutti gli elementi necessari al calcolo del premauo di
un contratto assicurativo, ricordando che esso éament’altro che il valore atteso del dar
relativo al rischio assicurato.

Si sono ipotizzate due diverse tipologie di pol annuali: una n& quale la compagnia
assicurativa si impegnava risarcire non i danni causati da tutti i sinigtacaduti nell’'anno c

riferimento, ma soltanto i danni causati dal smoistli portata (gravita o perdita patrimonie

maggiore, il massimo annuale deprecipitazioni giornaliere appuntd altra con la quale la
compagnia si impegnawarisarcire non piu soltanto il danno di maggionéta, ma tutti i sinistr

che avessero provocato rilevantedanno economico al patrimoréssicurat®.

* Si precisa che il danno & ritenuto rileve in quanto nei contratti si & ipotizzat presenza di una franchigia rela
pari a 100 m di precipitazione giornaliel



Il calcolo dei premi equi, sviluppato tramite ilfseare matematico MAPLE, ha evidenziato come,
per entrambe le tipologie di contratto, la locajita rischiosa sia Napoli, mentre la meno rischiosa
sia Cagliari.

Come si puo notare dalla tabella sottostante,tinfgiremi calcolati a Cagliari sono molto infefio
rispetto a quelli ricavati nel capoluogo campano.phrticolare, un assicurato partenopeo che
volesse sottoscrivere una polizza per assicurargr@ i danni derivanti dal massimo annuale delle
precipitazioni giornaliere, dovrebbe spendere, 2,82 € per ogni 1.000.000 € assicurato, mentre
il contraente di Cagliari, per coprire lo stesszhio, spenderebbe 351,82 €.

Confronto dei premi equi annuali tra i due diveii di contratto.

Premio equo per assicurare il massimo Premio equo per assicurare tutte le

annuale eccedenze
Cagliari 0,00035182/ 0,0009226/
Napoli 0,0029257% 0,0058353/

Infine, per la localita di Cagliari si € condotta’'witeriore analisi: il confronto, a parita di vaéo
atteso, delle variabilita dei due contratti. Cormmaata dalla tabella soprastante, in entrambetta ci

il premio equo per assicurare le eccedenze é siemsitie maggiore di quello per assicurare il
massimo annuale. Pertanto, per raggiungere laap@asiti due premi, € stato necessario introdurre
una variabile che prima era stata assunta costinfeanchigia sulle eccedenze. Tralasciando in
guesta sede i laboriosi calcoli, i risultati soretis seguenti:

Confronto tra I'assicurazione sul massimo annuajeetla sulle eccedenze a parita di valori atteso.

Franchigia Premio Equo Devianza
Assicurazione eccedenze 141.4 0.00035137-v 0.007040996048- v
Assicurazione massimo annuale 100 0.00035182-v 0.003829581234- v

Come si pud notare, per mantenere la parita traei whlori attesi, assicurarsi contro tutte le
eccedenze rispetto ad una franchigia relativa ligesquest’'ultima al valore di 141.4. Il contratto
che ne deriva risulta essere molto piu variabile laecompagnia assicurativa, che da un lato si
tutela con una franchigia relativa piu alta, détit@ si espone al rischio di piu risarcimenti nello
stesso anno.

Numerosissimi possono essere gli sviluppi di quéptdogie di coperture. Anche le temperature
per esempio sarebbero state un’ottima variabilenddizzare da un punto di vista dei valori estremi;
si pensi alle conseguenze causate dalle bassissmperature che spesso danneggiano le reti dei
servizi idrici o elettrici, oppure alle altissimeniperature estive che favoriscono il propagarsiideg
incendi.

E’' perd interessante evidenziare che, mentre nahgue stazioni meteorologiche non si
riscontrato alcurirend significativo relativo alle precipitazioni dal 19%l 2010, stessa cosa non
valida in riferimento alle temperature.

A titolo esemplificativo, riportiamo di seguito kerie storica della media annuale della variabile
Tmax (temperatura massima giornaliera) registratka rstazione meteorologica di Cagliari EImas,
una delle localita dove il fenomeno risulta pitudarite.

M- (D

® In realta la spesa per l'assicurato sarebbe megygiaquanto il premio finale che il contraenteuto a corrispondere
alla compagnia € il cosi detto premio di tariffanprensivo dei caricamenti.



Serie storica della media annuale dediaperatura massingiornaliera(Tmx). Stazione di Cagliari EIm¢
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Come si puo notare, @artire dalla meta degli an‘70, si e assistito ad un progressivo aum:
delle temperature massime anni

L’'ormai noto fenomenaylobal warmin¢ quindi, non puo essere ignorato nell’analisi dei va
estremi delle temperature e avessimo preso in considerazione tali tipologieadabili, avremmc
dovuto sicuramenteonsiderarlo nella stima dei vari modt

CONCLUSIONI

Molteplici possono essere gli sviluppi e le apptioai di tali modelli sui valori estremi applicati
valutazioni attuariali. Ad oggi, infatti, nel nostrpaese non esistono coperture assicul
obbligatorie o “sempbbligatorie” e viene tutto demandzex-postall'intervento pubblico statal
che inevitabilmente fa leva sul prelievo fiscaleamico della totalita dei contribuenti. Pertant
fatto che i cittadini non paghino alcun premio futelarsi in caso di calamita naturali non signil
che non sostengano i costi necessari a farvi frc

Il presente elaborato si configura come una bréwes di un lavoro piu ampio. Risultano ome
corpose parti quali I'analisi dei dati, sia dettiva che qualitativa, tutte le procedure statissi
necessarie per la scelta dei modelli (statistiglst, diagnostiche grafiche, etc.), nonché i risiL
relativi alle altre localitaper le quali si rimanda alla versione integragdladtesi dal titlo “Una
valutazione attuariale dei rischi catastrofali mkato ambiental’. Tale sintesfornisce comunque
un esempio dvalutazione attuarialapplicataalle precipitazioni atmosferiche da utilizzare cc
spunto per un’ulteriore analisi papprofondita.



